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HochÄurerehremler Herr |ubii;ir f 


In dein grossen Kreise derer, welche tieute mit Ihnen die 
fünfzigjährige Wiederkehr des Tages feiern, an dem Sie einst die 
Würde eines „doctor philosophiae et bonarum artium magister“ 
empfingen, wage auch ich es, vor Ihnen zu erscheinen, um dies 
seltene Fest mit meinen Glückwünschen zu begleiten. 

Mögen Sie, hochverehrter Herr Professor, noch recht lange 
dem Kreise Ihrer Familie, Ihrer Freunde und unserer altehrwür- 
digen Universität, zu deren ausgezeichnetsten Mitgliedern Sie ge- 
zählt werden, erhalten bleiben; mögen Sie noch lange der gelehrten 
Welt das beneidete Beispiel eines Mannes darbieten, der im Alter 
ebenso productiv ist wie in der Jugend, in der Jugend ebenso sorg- 
fältig und überlegt arbeitete, als im Alter. Möge Ihnen auch für 
die Zukunft die geistige Frische und Kraft verliehen sein, die Sie 
sich trotz rastlosen Strebens und angestrengten Arbeitens bis auf 
den heutigen Tag erhalten haben, wie dies nicht allein Ihre zahl- 
reichen Schriften der letzten Jahre, sondern auch Ilne unge- 
schwächte akademische Thätigkeit rühmlichst bezeugen. 

Diese wenigen Blätter bitte ich als das aufzunehmen, als 
was ich sie geben möchte: als ein bescheidenes Zeichen mei- 
nes aufrichtigsten Dankes für Ihr mir stets bewiesenes Wohl- 
wollen und meiner tiefsten Hochachtung vor Ihren epochemachen- 
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den Leistungen auf dem Gebiete der neueren Geometrie, unter 
deren Begründern Ihr Name für alle Zeiten eine ausgezeichnete 
Stelle einnehmen wird. Sollten die folgenden Untersuchungen als 
die Ausführung einer Ihrer Ideen, die Sie wichtigerer Forschungen 
wegen bisher keiner besonderen Bearbeitung unterzogen haben, 
angesehen w erden können und sollten dieselben trotz ihrer Unvoll- 
ständigkeit und Einfachheit für Sie nicht ganz ohne Interesse 
sein, so wäre der Zweck, der mich zu der Abfassung dieser kleinen 
Schrift veranlasste, vollständig erfüllt. 

Lkipzig, 11 . Dec. 18<>4. 

In tiefster Hochachtung 

Hermann Hankel. 
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Der eigentümliche Charakter der antiken Geometrie wird nicht 
so sehr durch ihr Streben nach Evidenz und Strenge des Beweises 
bestimmt, als vielmehr durch ihre entschiedene Vorliebe für das 
Specielle, und die gänzliche Verläugnung aller allgemeinen Prin- 
cipien und Methoden. So viele verschiedene Fälle in Bezug auf die 
Lage der gegebenen und gesuchten Linien in einer Aufgabe möglich 
sind, so viele verschiedene Probleme sind für den griechischen 
Geometer vorhanden, und die grössten Mathematiker des Alter- 
thums haben es für noth wendig gehalten, in ihren Schriften die 
sämmtlichen denkbaren, oft sehr zahlreichen Fälle* von einander 
unabhängig, alle mit derselben Ausführlichkeit und Genauigkeit zu 
behandeln. Die Methode zu entwickeln, nach der im Wesentlichen 
diese verschiedenen Fälle behandelt werden können , oder aus den 
concreten Fällen ein allgemeines Resultat zu abstrahiren, kommt 
ihnen nicht bei; höchstens findet sich am Schlüsse einer solchen 
Untersuchung aller einzelnen Fälle eine sehr magere Recapitulation, 
in der allein bemerkt wird, dass man aus dem Vorstehenden ersehe, 
dass die Aufgabe in allen möglichen Fällen unter den gefundenen 
Bedingungen lösbar sei. 

Wer einigermassen mit den mathematischen Schriften der Grie- 
chen vertraut ist, kann nicht zweifeln, dass die alten Geometer die 
allgemeinen Principien, auf denen alle die speciellen Constructionen 
und die Beweise specieller Fälle beruhen, ihren grossen LTmrissen 
nach gekannt haben; sie waren aber nicht im Stande, diese 
nebelhaften Gestalten festzuhalten und verschmähten es daher, 

* Apollonios’ berühmte Schrift nt/ji loyor ärtnro/iijf behandelt ein und 
dieselbe Aufgabe in etwa SO nur durch die Lage verschiedenen Fällen. 
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sie in ihren Schriften, wenn auch nur zur Erläuterung, zu Hilfe 
zu rufen. 

Jeder Begriff wird von ihnen in der allerengsten Bedeutung 
genommen, die überhaupt zulässig ist; es hat wohl nie ein Geometer 
des Alterthums darauf aufmerksam gemacht, dass der Winkel 
zwischen zwei Geraden im Grunde nicht nur einer ist, sondern dass 
zwei Winkel mit demselben Rechte als das Maass der Neigung 
zweier Geraden gegen einander angesehen werden können. Ist die 
Aufgabe gestellt, eine begrenzte Gerade AB nach einem gewissen 
Gesetze in einem Punkte C zu theilen, und ergiebt die Construction 
in der Allgemeinheit, wie wir sie jetzt auft'assen, neben einem 
zwischen AB liegenden Punkte C einen anderen C ausserhalb der 
beiden, so wird der griechische Geometer letzteren ohne weiteres 
ignoriren und, wie z. B. bei der Construction des goldenen Schnittes, 
nur den Punkt C als Lösung der Aufgabe betrachten. 

So opfert die antike Geometrie zu Gunsten einer scheinbaren 
Einfachheit und Anschaulichkeit, die wahre Einfachheit auf welche 
in der Allgemeinheit der Principien, und die wahre Anschaulichkeit, 
welche in der Erkenntniss des Zusammenhangs geometrischer Ge- 
stalten in allem Wechsel und in aller Veränderlichkeit ihrer sinnlich 
vorstellbaren Lage beruht. 

Die grosse Veränder ung, welche die Mathematik in dieser Be- 
ziehung durch die modernen Culturvölker erleiden sollte, spricht 
sich in sehr entschiedener Weise von dem ersten Momente an aus, 
in dem die mathematischen Studien einen neuen Aufschwung ge- 
nommen haben. Die Ehrfurcht vor den geometrischen Werken 
des Alterthums war unbegrenzt, aber es schien unmöglich, auf dem 
von ihnen eingeschlageuen Wege weiter vorzudringen, und aus- 
reichend, wenn man ihnen nur zu folgen im Staude war. So blieb 
die Geometrie anfangs ganz auf dem früheren Standpunkte stehen; 
das Hauptinteresse war der neuen Wissenschaft, der Goss, zuge- 
wandt, und während die Alten arithmetische Aufgaben in geome- 
trische Constructioneu umzusetzen liebten, so wurde jetzt umgekehrt 
jeder geometrische Satz eine algebraische Formel und jede geome- 
trische Aufgabe ein algebraisches Problem. Dabei zeigte sich aber 
zur grössten Ueberraschung der Mathematiker nicht selten, dass 
eine Aufgabe, welche nach geometrischer Auffassung nur Eine Lösung 
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hatte, algebraisch auf mehrere verschiedene Weisen gelöst werden 
konnte * : „In liac algebraica analysi illud maxime mirum est 
(quam vis geometram praecipue absterreat), quod non una via 
praestari potest, quod imperatur; quanquam id non omni lege 
solutum est“ — und eben dieses Gesetz zu finden, war in der That 
keine leichte Aufgabe Vieta, der zuerst das damals äusserst 
schwierige Problem der Winkeltheilung algebraisch löste, indem 

er Gleichungen gab, durch welche die Sehne des Bogens ~w mit 

der Sehne des Bogens w selbst verbunden wurde, fand sofort, dass 
diese Gleichungen mehrere Lösungen zuliessen, ohne dass er es ver- 
mochte, diese Unbestimmtheit genügend zu erklären. Erst sein 
Schüler und Freund Anderson ** gelangte hierin zu einer klaren 
Einsicht , indem er bemerkte, dass eine gegebene Sehne nicht nur 
zu einem , sondern zu zwei Bögen im Kreise gehöre, dass nämlich, 
wenn w den kleineren Bogen und p die Peripherie bedeutet, v> und 
( p — w) die über derselben Sehne stehenden Bögen sind; die Tri- 

section des Winkels kann nicht allein -g- v: , sondern muss auch 

g (p — tc) ergeben, also zweideutig sein. Er zeigt ferner, dass, wenn 

ein Bogen, dessen Sehne gegeben ist, in 5 Theilc getheilt werden 
soll, die zu theilenden Bögen w, (p — w) und (2p + w) sind; dass 
bei einer Theiluug in 7 gleiche Bögen, nicht allein w, sondern auch 
(p — «•), (2p + «•) , (4 p io) getheilt werden; die Lösung also 
nothwendig auf 4 verschiedene Weisen geschehen kann. 

Zu derselben Zeit wurde Kepplek durch seine kosmologischen 
Untersuchungen auf die Construction der Polygone geführt und 
suchte nachzuweisen, dass ausser den regulären Polygonen, deren 
geometrische Construction die Alten gelehrt hatten, keine anderen 
mit Cirkel und Lineal, also geometrisch ausführbar seien.*** Den 


* Joh. Keppler, Harmonien mundi, Linz 1619. S. 37. 

** Ad angulariuin sectionum analyticen tlieoremata xa.Ooln\>>zn>a, a Fran- 
cisco Vieta Fontenacensi primiun excogitata .... opera et Studio Alexandri 
Andeesonh Scoti. Paris 1615. 

*** A. a. 0. S. 32. Uiu die Wichtigkeit seiner Untersuchungen darzulegen, 
bemerkt er daselbst: „Magna res agitur; per huue enim effectum stetit, quo- 
miuus Heptagonus et caetera hujus generis tigurae a Deo fueriut adhibitac 
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Beweis seiner Behauptung stützt er darauf, dass, wenn es eine 
Construction des Siebeneckes gäbe, diese notb wendiger Weise meh- 
rere verschiedene Lösungen haben werde, wie er geometrisch zeigt, 
und scheint diese Vieldeutigkeit als ein Kriterium der geometrischen 
Unlösbarkeit anzusehen, da er sie bei den von den Alten gelehrten 
Constructioneu nicht vorfindet. Auch die Goss, meint Kepplek, 
könne die Construction nicht geben, da sie einmal die Möglichkeit 
der geometrischen Construction mehrerer mittlerer Proportionalen 
voraussetze, die bekanntlich nicht ausführbar sei, andererseits die 
damals von Jobst Byeg für die Seite des Siebeneckes aufgestellte 
Gleichung nicht allein die Seite des eigentlichen Siebeneckes, 
sondern auch die beiden Diagonalen desselben als Wurzeln ent- 
halte, also ebenfalls nicht „certa et geometrica ratione“ das 
Verlangte leiste. 

Keppleb geht aber noch weiter, indem er aus der Vieldeutig- 
keit des Problemen, einen Winkel in 3, 5, 7 . . Theile zu theilen, auf 
die Unmöglichkeit, dasselbe mittels Cirkel und Lineal auszuführen, 
schliesst: „Sectio circuli arcus cujuscunque in aequalia tria, quin- 
que, septem etc. . . . non est de possibilitate geometrica tali, quae 
scientiam generat.“ 

Freilich sind weder seine Schlüsse genau, noch alle seine Re- 
sultate richtig, wie am eclatan testen Gauss’ berühmte, im Sinne der 
Alten rein geometrischo Construction des 17-Eckes zeigt, aber doch 
bleibt es ein hohes Verdienst Krppleb’s, die Vieldeutigkeit eines 
Problemes als eine so nothwendige und charakteristische Eigen- 
schaft desselben angesehen zu haben, dass er folgenden Gedanken 
aussprechen konnte*: „An vero non possit äliqua nobilior ars 
inveniri, qua sectiones arcuum onmimodae perficiantur? Respondeo, 
si omnes subtensae arcuum dividendomm sub communi notione 
considerentur et si illa tantum habemus praesidia, quae suut omnibus 
quaesitis subtensis communia: ut sunt, illaruni in proportione 

ad ornatum mundi, ut sunt quidem adhibitae scibiles figurac.“ Diesen letzten 
Ausdruck erklärt er S. 8 in folgender Weise: „Scibile dicitur, quod velipsum 
per se immediate est mensurabile per diametrum ... vel quod formatur ad 
minimum ex talibus quantitatibus certa et geometrica ratione , quae quautum- 
cunque longa Serie, tandem tarnen a diämetro depeudeut“. 

* A. a. 0. S. 42. 
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quaesita, coutinue proportionales quotcunque: tune uobilius 
aliquid haud quisquam comminiscetur, actumque agit, quicunque 
hie annititur; et oppositum in adjecto statuit, confusus. Ex com- 
munibus enim nihil euique proprium concludetur.“ Wie so oft, so 
besass auch hier Keppbeb jenen genialen Schaifbliek, der über die 
Lücken der Schlussfolgerungen kühn hinwegschreitend, sich zur 
intuitiven Erkenntniss der allgemeinsten Principien und des inneren 
Zusammenhanges der Dinge erhob. Welche Lücken aber seine 
Kenntniss des speciellen Sachverhältnisses notliwendig haben musste, 
zeigt zur Genüge der Umstand, dass er sowohl als Andebson die 
„radices fictas“ der Gleichungen notliwendig ignorireu musste, da, 
wie es scheint, erst Albebt Gibabd 1629 bemerkt hat, dass 
negative Grössen sehr passend als den positiven entgegengesetzt 
gerichtete angesehen werden könnten. In der That war es erst mit 
Hilfe dieses Principes, welches mit solcher Schnelligkeit allge- 
meinen Eingang fand, dass es Descabtes in seiner 1637 erschie- 
nenen „Geometrie“ als ein wohlbekanntes und recipirtes anwenden 
konnte, möglich, die Vieldeutigkeit der Winkeltheilungen und ähn- 
licher, Probleme vollständig zu durchschauen. Doch hat vor 
Newton* Niemand darauf aufmerksam gemacht, dass bei einer 
Theilung eines Ilogens, dessen Sehne gegeben ist, in 5 gleiche Theile, 
nicht allein der eine kürzeste Bogen w, sondern alle durch den 
Anfangs- und Endpunkt' der Sehne eingeschlossenen Bögen berück- 
sichtigt werden müssen, und dass die Theilung nicht allein i- w , 

sondern auch ~ (p — w), (p -| - v>), (2 p — u ) und ! (2 p-\-w) 

ergibt. 

So stehen auch hier Keppbeb und Newton in der Geschichte 
der Wissenschaft dicht neben einander, und nicht durch Zufall, 
denn es handelt sich nicht um die an sich unwichtige Aufgabe 
der Winkeltheilung, sondern um die Erkenntniss von der Be- 
deutung solcher Betrachtungen, welche, ohne die Constructionen 
oder die Rechnungen wirklich auszuführen, aus dem Wesen 
des Problemes selbst auf die Form der Lösung zu schliessen ge- 
statten. Die Ausführung dieses Gedankens war bei Keppbeb 


* Aritlimetica universalis 1707. (De natura radicum.) 
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noth wendiger Weise sehr mangelhaft, sein grosser Nachfolger 
Newton aber hat ein glänzendes Beispiel von der Fruchtbar- 
keit desselben gegeben, welches uns weiter unten ausführlich be- 
schäftigen soll. • 

Was speciell die Winkeltheilung betrifft, so hat Kästner* die 
gelegentliche Bemerkung Newton’s weiter ansgeliihrt und die 
Frage, wie viele geometrische Lösungen die Theilung eines Bogens 
hat, dessen Sinus oder Cosinus, oder Tangente, oder dessen 
Sehne, oder dessen Endpunkte gegeben sind , einer genaueren Un- 
tersuchung unterworfen, und daraus Schlüsse auf den Grad und 
die Form der Gleichung gemacht, welche die Winkeltheilung analy- 
tisch darstellt, ohne darauf aufmerksam zu werden dass die Thei- 
lungsgleichungen neben den reellen und geometrisch anweisbaren 
Wurzeln noch imaginäre besitzen könnten, und dass es des Nach- 
weises bedürfe, dass solche nicht vorhanden seien. Dass aber 
dieser Nachweis nicht ohne die Theorie der complexen Functio- 
nen, wie sie sich heute entwickelt hat, gegeben werden kann, und 
dass es nicht die mindeste Schwierigkeit hat, auf Grund dieser 
Theorie die Form aller möglichen Winkeltheilungsgleichungcn in 
aller StreDge und ohne Rechnung zu erkennen, bedarf keiner weite- 
ren Erörterung. 

Betrachtungen dieser Art, wie wir sie Keptler und Newton 
haben vornehmen sehen und wie sie in der Analysis besonders seit 
Euler und Lagrange sowohl als inductive Hilfsmittel, als auch 
zur wirklichen Beweisführung sehr häufig angewandt wurden, sind 
in der Geometrie überhaupt nur selten angestellt worden. Haupt- 
sächlich war daran Schuld die nach Descartes eihtretende Vernach- 
lässigung der geometrischen Anschauung und der in ihr liegenden und 
sich aus ihr entwickelnden Methoden, die, wie Chasles ** bemerkt, 
so weit ging, dass man geometrische Sätze, die durch die einfachste 
Anschauung gewonnen waren, mit einer algebraischen Verification 


* Unde plurcs iusint radices aequationibus sectiones angulorum definien- 
tibus. Dissert. math. et pbys. Altenburg 1771. Später in etwas lesbarerer, 
aber sehr weitschweifiger Form (auf 114 Seiten!) in seinen geometr. Abhandl. 
2. Samml. Göttingeu 1791 behandelt. 

** Geschichte der Geometrie, S. K52 der Uebersetzung. 
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versah, der man den stolzen Namen einer „demonstration en forme“ 
gab. Andererseits aber kann auch nicht verhehlt werden, dass die 
erwähnten Betrachtungen insofern eine ihrer Natur nach nothwen- 
dige Lücke lassen, als die imaginären Lösungen einer Aufgabe, 
welche die algebraische Auflösung ergibt, nicht in befriedigender 
Weise zur Anschauung gebracht werden können. Ausserdem ist 
sogar die Betrachtung der Vorzeichen von Strecken und Winkeln 
bis auf die neueste Zeit mit einer Ungenauigkeit und scheinbaren 
Willkühr vorgenommen worden, die gegen die auf dem obigen Wege 
erhaltenen Resultate nothwendig Misstrauen erzeugen musste. 

Es ist Möbius’ unsterbliches Verdienst, die Bedeutung des 
Negativen in der Geometrie* erkannt und in aller Schärfe und 

* Man darf nicht vergessen, dass nicht lange vor dem Erscheinen des 
..baryceutrischen Calcul,“ in welchem das Negative zuerst in geometrischen 
Untersuchungen mit seiner vollständigen Allgemeinheit aufgetreten ist, Caknöt 
das Negative aus der Geometrie gänzlich zu verbannen suchte. Da er be- 
merkte, dass die gewöhnliche Regel, nach welcher die positiven und negati- 
ven Wurzeln einer Gleichung, die ein geometrisches Problem löst, von einem 
Anfangspunkte aus nach verschiedenen Richtungen abgetragen werden sollen, 
nicht überall stichhaltig sei , und da er ferner die in dem Negativen liegenden 
Paradoxien klarer als seine Vorgänger erkannte, so zerhieb er, wie in seiner 
Theorie des Unendlichklejnen, auch hier den Knoten, anstatt ihn zu lösen, 
indem er erklärte: „que toute quantite negative isolee est un etre de raison et 
que celles qu’on rencontre dans le calcul ne sont que de simples formes ai- 
gebriques , incapables de representer aucune quantite reelle et effective.“ 
(Geometrie de position. Paris 1803. S. XVIII.) So war er freilich über die 
Schwierigkeiten hinaus, aber er raubte dadurch der Geometrie die Unab- 
hängigkeit von der Betrachtung specieller Lagenverhältuisse, welche die 
analytische Geometrie besonders durch Mongk’s Arbeiten so eben erkämpft 
hatte. Denn seine Methode musste nach der Zurückweisung negativer Grössen 
an sich , darin bestehen , dass er die Relationen zunächst an einer bestimmten 
Figur, d. h. unter ganz bestimmten Lagenverhältnissen ableitete, indem er 
dabei alle verkommenden Strecken und Winkel als absolut, durch eine absolute 
Zahl darstellbar betrachtet. Anstatt nun nach der Weise der alten Geometer 
andere Lagenverhältnisse unabhängig von dem ersten zu betrachten , denkt 
sich Carnot das primitive System veränderlich und beobachtet die Aenderungen 
bei dem stetigen Uebcrgange desselben in andere, correlate Lagen. Geht dabei 
eine Summe in eine Differenz, und umgekehrt über, so wird den betrei- 
fenden Grössen in den für das primitive System entwickelten Formeln das 
negative Zeichen beigelcgt werden müssen. 

Während so Carnot nach echt rationalistischer Sitte seiner Zeit eine 
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Coiisequenz angewandt zu haben, indem er nicht allein die von 
einem festen Anfangspunkte einer Geraden nach rechts und links 
hegenden Abscissen, wie dies seit Descabtf.s geschah, sondern auch 
irgend welche begrenzte Abschnitte derselben als intensive Grössen 
ansah, welche eines conträren Gegensatzes fähig sind. Indem sich 
Möbius die Abschnitte einer Geraden durch einen sich bewegenden 
Punkt beschrieben denkt, entsteht ganz naturgemäss die Bezeich- 
nung einer „Strecke“ durch die Nebeneinanderstellung des Anfangs- 
punktes A und Endpunktes B der Bewegung, also AB und der 
Gegensatz derselben gegen die Strecke BA. Die hieraus folgenden 
Gleichungen AB -f- BA = 0 und AB -|- BC -4- CA — 0 bilden 
die Grundlagen aller Beziehungen, welche zwischen den Punkten 
einer Geraden stattfinden und zwar ohne alle Rücksicht auf irgend 
eine specielle Lage. Will man die auf diese Weise gewonnenen 

Vorstellung, die er nicht sogleich klar zu erfassen und von allen scheinbaren 
Widersprüchen zu befreien vermochte, als eine durchaus unberechtigte 
gänzlich verwarf, gelangten die deutschen Mathematiker zu anderen Resul- 
taten. Sie erkannten, dass in dem hie und da schon angewandten, aber 
nirgends consequent durchgeführten Begriff der Richtung einer Geraden und 
eines Winkels das eigentliche Geheimniss des ^Negativen liege. So sagt schon 
Kästner (Geometr. Abhandl. 1. Samml. 1700 S. 464): „Weil es auf die Rich- 
tung einer Linie ankommt, ob sie bejaht oder verneint ist, so thut man wohl, 
diese Richtung durch die Ordnung ihrer Grenzbucbstabcn anzugeben. Den 
Weg vom westlichen Ende nach dem östlichen würde ich AB nennen, und 
BA den vom östlichen nach dem westlichen.“ Aber obgleich er sogar die 
Gleichung AB + BA =0 angibt, so darf man doch keineswegs meinen, dass 
er die Bedeutung dieses Principes nur einigermassen gewürdigt habe. Dies 
Verdienst , den Begriff der Richtung mit Bewusstsein in die Geometrie . und 
zwar in der heute üblichen Weise eingeführt zu haben , gebülirt einem sonst 
wenig bekannten Manne Fr. G. Busse (Reue Erörterungen über das Plus 
und Minus , Tadel einiges bisherigen und Darstellung eines genaueren 
Gebrauches desselben für die Trigonometrie .... I. Abth. Köthen 1801). 
Wenn auch nicht alle seine Bemerkungen ganz correct sind, und er seine 
Grundsätze nur auf einige wenige Aufgaben der Trigonometrie und analytischen 
Geometrie angewandt zu haben scheint, so verdient er doch einen ehrenvollen, 
ihm noch nicht zu Theil gewordenen Platz in der Geschichte des Negativen. 
Welcher Fortschritt aber von der verworrenen Darstellung und der noch man- 
nigfach beschränkten Auffassung Busse’s zu den lichtvollen und einfachen 
Grundsätzen ist, wie sie Möbius für alle Zukunft festgestellt hat, zeigt die 
Vergleichung von Busse’s Schrift mit dem „barycentrischen Caloul.“ - 
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allgemeinen Formel» auf einen besonderen Fall anwenden, so hat 
man zunächst eine positive Richtung der Geraden festzusetzen, d. h. 
alle Strecken, welche in dieser Richtung zu nehmen sind, als posi- 
tive zu betrachten, alle entgegengesetzt gerichteten aber durch ihre, 
mit einem negativen Vorzeichen versehenen Längenzahlen in den 
Formeln zu ersetzen, und erhält dadurch letztere nach der Weise 
der alten Geometer geschrieben. Damit verband Möbius die Auf- 
fassung der Winkel als durch Drehung entstandener Grössen, welche 
ebenfalls eines Gegensatzes fähig sind, gah ihnen eine dem ent- 
sprechende Bezeichnung, und war so im Stande, zuerst eine ganz 
allgemeine und vollkommen genaue Darstellung der Trigono- 
metrie zu geben*, und damit den Nachweis zu fuhren, dass alle. 
Sätze der Geometrie, welche sich auf metrische Relationen beziehen, 
allgemein für jede correlate Gestalt der Figur ihre Gültigkeit be- 
halten müssen. 

Von welchem Einfluss diese schönen und einfachen Grundsätze 
auf die Strenge der Beweisführung, auf die Allgemeinheit des Raison- 
nements, auf die Sauberkeit und Eleganz der Darstellung sind, dafür 
zeugen sowohl des Verfassers eigene zahlreiche Arbeiten, welche 
diese Eigenschaften im eminentesten Grade aufweisen, als auch die 
Schriften Anderer, welche in demselben Sinne das Princip der 
Zeichen angewandt haben und unter denen die erste Stelle der 
„Traite de geometrie superieure“ einnimmt, dessen berühmter und 
sachkundiger Verfasser durch die Eile, mitweicher er jene Principien, 
sich im weitesten Sinne des Wortes, zu eigen zu machen suchte, 
das beste Zeugniss für che Bedeutung derselben abgelegt hat. 

Durch die so gewonnenen klaren Vorstellungen über die Be- 
deutung des Negativen ist es nun auch erst möglich, Untersuchungen, 
wie sie oben erwähnt wurden, in aller Strenge anzustellen und aus 
der Unbestimmtheit oder Vieldeutigkeit einer Aufgabe die Art ihrer 
Lösung zu erkennen. Beispiele in dieser Beziehung bietet selbst 
die Elementargeometrie in der grössten Mannigfaltigkeit dar. 

Stellt man sich z. B. die Aufgabe, die Seite a eines Dreieckes 


*) In dem inhaltsreichen und eleganten Aufsatz: „Entwickelung der 
Grundformeln der sphärischen Trigonometrie in grösstmöglicher Allgemciuheit.‘• 
Berichte der Königl. Sachs. Ges. d. Wissensch. Leipzig 1860. 
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ans dem gegenüberliegenden Winkel n und den beiden anderen 
Seiten b und c zu berechnen, so ist zunächst klar, dass durch die 
Data nur der absolute Werth, durchaus aber nicht die Richtung 
von « bestimmt ist, also nur a 2 durch b, c, ct eindeutig ausgedrückt 
werden kann. Da ferner die Richtung, welche man b und c beilegt, 
auf den Werth vou a keinen Einfluss haben kann, also die Verwan- 
delung von b in — b oder cm — c nichts an der Formel, mittels 
deren a 2 von b, c, « abhängt, ändert, so kann dieselbe nur b 2 und c 2 
enthalten, soweit diese Grössen nicht mit einer trigonometrischen 
Function von u multiplicirt sind. Was nun die Abhängigkeit des a 
von a betrifft, so hat die Festsetzung der Drehungsrichtung, in 
welcher die Winkel zu beschreiben sind, auf a keinen Einfluss; es 
kann also nicht sin a, welches mit Veränderung der Drehungs- 
richtung den entgegengesetzten Werth annimmt, in der Formel 
erscheinen, sondern nur cos ct. Nun aber hat der Winkel o zwischen 
zwei Geraden, wenn der positive Sinn der Drehung festgestellt ist, 
seiner Natur nach zwei verschiedene Werthe « und (~c -f- ct) , und 
zwar nimmt « um + « zu, wenn die positive Richtung eines Schen- 
kels desselben geändert wird. Weil nun — cos ct = cos (+ n + «)> 
so kann in der zu construirenden Formel cos ct nur mit b und c multi- 
plicirt Vorkommen, da in bccos ct die Veränderung des Zeichens der 
einen Seite mit der des cos o. gleichzeitig vor sich geht, das Product 
also ungeiindert seinen Werth behält. Es muss also aus b 2 , v-, 
b c cos ct eindeutig bestimmt werden können, wenn es nicht irgend 
welche imaginären Werthe von a gibt, welche die Formel gleich- 
zeitig mit -f- a und — n liefert. Dass es solche nicht gibt, lehrt 
die wirkliche Darstellung der Formel 

a- = b 2 -j- c a — 2b c cos ct 

welche mit den vorhergehenden Betrachtungen durchgehends über- 
einstimmt; es leuchtet aber ein, dass das Unvollständige dieser 
Untersuchung eben aus dem Umstande entspringt, dass das Ima- 
ginäre sich der geometrischen Betrachtung entzieht. Vielleicht dass 
die abstracto Form, welche die Geometrie durch Grassmann’s geist- 
volle Principien erhält, diese Lücke auszufullen im Stande ist. 
Von welchem Werthe aber Bemerkungen in der eben ausgeführten 
Weise sind, und welchen Einblick in den Organismus der Formeln 
sie- gewähren, bedarf für diejenigen, denen die Mathematik mein’ 
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als ein Mechanismus des Calculs ist, keiner Erörterung; denn wie 
Daniel Bernoulli treffend sagt: „Une analyse abstraite qu’on 
ecoute sans aucun examen synthetique de la question proposee, est 
sujette ä nous surprendre plutot qu'ä nous eclairer.“ 

Jede Formel der ebenen und sphärischen Trigonometrie kann 
auf diese Weise beleuchtet, uud ilire Form vou vornherein thcil- 
weise festgestellt werden. Um nicht allzu weitläufig zu werden, 
beschränke ich mich auf das eine vorstehende Beispiel, kann aber 
nicht umhin, hier einem Gedanken Platz zu geben, den ich einer 
mündlichen Mittheilung des Herrn Jubilars verdanke. Er hat be- 
kanntlich zuerst bemerkt, dass die Zweideutigkeit der Fläche F 
irgend eines ebenen Polygons eine ebenso nothwendige und funda- 
mentale ist, als die einer Strecke, und dass sie unabhängig ist von 
der Richtung oder dem Sinn, den man sich den einzelnen Seiten 
des Vielecks a,b, c ... beigelegt denkt. Daraus zieht nun Möbius 
die Folgerung, dass F 2 durch die Quadrate der Seiten a 2 , b 2 , c 2 . . . 
eindeutig darstellbar sein müsse, uud in der Tliat hat v. Staudt 
durch Rechnung gezeigt*, dass F 2 eine ganze rationale Function 
von a 3 , b 2 , c 2 . . . ist. 

Ich zweifle nicht, dass dieser Gedanke bei weiterer Verfolgung 
zu den interessantesten Folgerungen fuhren kann. In dem einfach- 
sten Falle, dem des Dreiecks a, b, r, gelange ich durch folgendes 
Raisonuement zur wirklichen Construction der betreffenden Formel : 
Da F verschwindet, wenn das Dreieck in eine Gerade zusammen- 
klappt, d. h. wenn, mit Rücksicht auf den positiven und negativen 
Sinn der Seiten, eine der Grössen a-\-b-\-c, a-\- b — c, « — b + c, 
— c verschwindet, so darf man 

F 2 = D (« + b -f- c) (a -J- b — c) (a — b + c) (b -f- c — a) 
setzen, wo B den Quotienten zweier homogenen Functionen von 
a 2 , b 2 , c 3 bezeichnet, welche beide von demselben Grade sind, da- 
mit F 2 von der vierten Dimension in Bezug auf ci, b, c sei, welche, 
wie sich dies von selbst versteht, nach a 2 , h 2 , c 2 symmetrisch sein 
müssen und für kein reelles System von Werthen der a, b, c ver- 
schwinden oder unendlich werden können. Setzt man die Fläche 
des gleichschenkligen Dreiecks, in dem b = c 

* Chellk’s Journal Bd. 24. S. 254. 
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als bekannt voraus, so wird für diesen Fall also unab- 

hängig von den beiden ganz willkührlich gebliebenen Grössen « 
und b. Da nun a, b, c in D in symmetrischen Verbindungen Vor- 
kommen, so wird man hieraus scliliessen müssen, dass L) überhaupt 
eine Constante ist und die bekannte Formel 

F / (a -J- b + c) (a + b — c) ( n — b -+- c) ( — n + b + c) 

ist somit ohne alle Rechnung aus den fundamentalsten Eigen- 
schaften, die in dem allgemeinen Begriffe der Fläche eines Dreiecks 
liegen, abgeleitet. 


Ueber die Quadratur algebraischer Curven. 

Eine der kühnsten Anwendungen jenes Principes, aus der all- 
gemeinsten Auffassung eines Problems und der darin liegenden Un- 
bestimmtheit 'oder Vieldeutigkeit auf die Art und Weise seiner 
Lösung gleichsam a priori zu scliliessen, hat Newton in folgendem 
merkwürdigen, heute ganz vergessenen und, wie es scheint, niemals 
besonders beachteten* 28. Lemma des 1. Buchs seiner „Pliiloso- 
phiae naturalis principia mathematica“ gemacht: 

„Nulla exstat Figura Ovalis cujus area, rectis pro 
lubito abscissa, possit per aequationes nuxuero ter- 
minorum ac dimensionum finitas generaliter in veniri. 

Intra Ovalem detur punctum quodvis, circa quod ceu polum 
revolvatur perpetuo linearecta, uniformi cum motu, et iuterea in 
recta illa exeat punctum mobile de polo, pergatque semper ea cum 

* In der Ausgabe „Phil. uat. priuc. inath. perpetuis ronim. illustr. comniuni 
stud. PP. Tiiomae i.e Sehr et Fr. Jac<hjif.r. Genf 1760* - tindet sich Newton’s 
Text in der Anwendung auf eint Figur fast unverändert in den Anmerkungen 
wieder. i 
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velocitate , quae sit ut rectae illius intra Ovalem quadratum. Hoc 
motu punctum illud describet Spiralem gyris infinitis. Jam si areae 
üvalis a recta illa abcsissae incrementum per finitam aequationem 
inveniri potest, invenietur etiam per eandem aequationem di- 
stantia puncti a polo, quae huic areae proportionalis est, adeoque 
omnia Spiralis puucta per aequationem finitam inveniri possunt et 
propterea rectae cujusvis positione datae intersectio cum Spirali 
inveniri etiam potest per aequationem finitam. Atqui recta omnis 
infinite producta Spiralem secat in punctis numero infinitis et ae- 
quatio, qua intersectio aliqua duarum linearum invenitur, exhibet 
earuin intersectiones omnes radicibus totidem, adeoque ascendit ad 
tot dimensiones quot sunt intersectiones.“ 

Nach einigen Bemerkungen über die Anzahl der Durchschnitts- 
punkte algebraischer Curven und deren Uebereinstimmung mit dem 
Grade der Gleichung, welche man durch Elimination aus den ge- 
gebenen Gleichungen der Curven erhält „ est enim eadem omnium 
lex et idem calcülus“ folgt der Schluss des Beweises mit den 
Worten : 

„ Nequit ergo intersectio rectae et Spiralis per aequationem fini- 
tam generaliter inveniri et idcirco nulla extat Ovalis cujus area, 
rectis imperatis abscissa, possit per talem aequationem generaliter 
exhiberi.“ 

Diesen schönen Satz benutzt Newton, um seine in dem 
31. Satze zu gebende Auflösung des Kkppleh’scIioü Problems zu 
rechtfertigen , in der er sich keiner geometrischen Curve , sondern 
einer geschweiften Cykloide bedient, er schreibt: 

„ C o r o 1 1 a r i u m. Hinc area Ellipseos , quae radio ab umbilico 
ad corpus mobile ducto describitur, non prodit ex dato tempore, 
per aequationem finitam et propterea per descriptionem Curvarum 
geometrice rationalium determinari nequit.“ 

In moderner Fassung wird Newton’s Satz etwa folgender- 
massen lauten: . 

Es sei innerhalb eines Ovales der Anfangspunkt 0 eines Po- 
larcoordinatensystems r, cp gegeben, dessen Axc auf irgend eine 
Weise festgelegt wird; dann ist der zwischen ■ dieser Axe, einem der 
Lage nach gegebenen Radius vector und dem Ovale liegende Sector 
um die ganze, von dem Ovale eingeschlossene Fläche K vieldeutig. 
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Den Beweis hiervon möchte ich auf folgende Weise geben: 
Bei einem Ovale, in welchem nach einer Drehung des Radius vector 
um 2?c immer derselbe Werth wieder erzeugt wird, dessen ana- 
lytische Gleichung daher auch nur um 2it periodische, trigono- 
metrische Functionen von cp enthält, sind die Winkel cp == rp t und 
(p = 2 um, die sich um irgend welche Multipla von 2/r unter- 

scheiden, nicht wesentlich different und die Aufgabe, ein von der 
Axe des Systems und einem der Lage nach gegebenen Radius 
vector r = r j eingeschlossencn Sector w, zu bestimmen , insofern 
vieldeutig, als man sich diesen Sector sowohl erzeugt denken kann 
durch eine direct« Bewegung vou cp — 0 bis <p = <p, , wenn <p t die 
kleinste Anomalie von r = r x ist, als auch durch die um 2n weiter 
bis wieder zu derselben Lage fortgesetzte Drehung, wobei über- 
dem die ganze Fläche K des Ovales überstrichen wird. Bedeutet 
Ui jenen ersten kleinsten Sector, so ist ui K der jetzt erhaltene, 
und man sieht, dass wenn u x — ui eine Lösmig ist, u 1 — ui -f- mK 
nicht aufhört, den Bedingungen der Aufgabe in ihrer Allgemeinheit 
zu genügen. 

Gehen wir von der Definition des Sectors 



aus, so tritt dieselbe Unbestimmtheit ein, denn in dem Integrale 
ist im Allgemeinen der Weg, auf dem cp von ip — 0 bis in die Lage 
cp = cpi gelangen soll, nicht gegeben. Wir können entweder cp di- 
rect auf dem kürzesten Wege seine Bahn durchlaufen lassen , oder 
dasselbe vorher beliebig oft im Kreise herumdrehen, wodurch sich sein 


Werth um 



r 2 dcp — K und um dessen Multipla vermehrt. 


Es ist diese Darstellung vielleicht der N u wton’scI i en vorzu- 
ziehen, weil man nach letzterer die Quadratur der Spiralen, z. B. 
der des Akchdiedes r = uep ebenfalls für unendlich vieldeutig 
halten könnte. Denn auch hier entsteht durch Newtons Construc- 
tion eine Spirale, welche von jeder durch den Pol 0 gehenden 
Geraden in unendlich vielen Punkten geschnitten wird. Diese 
Schwierigkeit kann bei meiner Darstellung deshalb nicht auftreten, 
weil bei den Spiralen r eben keine mit dem Modul 2/r periodische 
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Function ist, die beiden Winkel q> t und <jp t 2m n daher wesent- 

lich verschieden sind und verschiedenen Radien entsprechen. 

Wenn nun u\ eine in der angegebenen Weise unendlich viel- 
deutige Function von ist, so kann «, mit den trigonometrischen 
Functionen von nicht durch eine algebraische Gleichung ver- 
bunden sein, da einer solchen stets nur eine begrenzte Anzahl von 

Wurzeln zukommeu. Stellt man umgekehrt™* <p 1 als Function von 

u x dar, so ist dieselbe periodisch mit dem Modul K, also ebenfalls 
nicht algebraisch. Diesen Schluss muss Newton gemacht haben, 
als er das obige Corollarium schrieb, und es ist interessant, dass es 
auf diese Weise gelingt, die nothwendige, unendliche Vieldeutigkeit 
des geometrisch eindeutig scheinenden KKPPLER’scken Problemes 
zu erkennen. 

Es ist mit diesen Bemerkungen die Formel für einen vom 
Brennpunkte aus genommenen Sector: 


u t — , — - — - 3 arctan 
1 (1 — e 2 ) * 


(KI 


/iE 


e 1 

-tan— (p L ] 


P‘ 


e mit 


Ti 


2(1 — e 2 ) l-^-e cas ipi 


einer Ellipse r = - 


in Uebereinstimmung , denn dieser 


1 -+- e cos 

Ausdruck ist vermöge der Vieldeutigkeit von arctan , vieldeutig nach 

«2 jj- * , ‘ m 

dem Modul --— 3 d. h. der Fläche der ganzen Ellipse. 


Bei einer Hyperbel würde ein sich um den einen Brennpunkt 
im Kreise drehender Radius vector einen unendlichen Flächenraum 
überstreichen; es gibt daher nur einen endlichen Werth des Sectors, 
den die Formel darstellen muss. Man darf aber daraus nicht 
schliessen, dass die Quadratur eines solchen Sectors absolute ein- 
deutig als Function von rp sein müsse; denn wie viele imaginäre 

Werthe einem solchen Sector zukommen, darüber gibt die geome- 
trische Betrachtung keinen Aufschluss. Man weiss, dass die betref- 
fende Quadratur durch Logarithmen ausführbar ist, deren Viel- 
deutigkeit auf imaginärem Gebiete liegt. 

Für die Parabel ist der Sector vom Brennpunkte aus ebenfalls 
nur auf Eine Weise reell zu bestimmen, wie dasselbe Raisonnement 
zeigt, und in der That ist er eine eindeutige Function. 
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Die Betrachtung der Quadratur von Sectoren bietet einmal des 
Umstandes wegen, dass algebraische Curven in Gleichungen zwischen 
r und den trigonometrischen Functionen von <f> dargestellt werden, 
andererseits aus dem Grande eigenthiimliche Schwierigkeiten für 
die geometrische Betrachtung, weil imaginäre Iladieu reelle negative 
Flächenräume beschreiben, die sich mit den bei derselben Drehungs- 
richtung von einem reellen Radius überstrichenen positiven Flächen- 
räumen annulliren können, wie z. B. die Quadratur der Lemniscate 
diesen Umstand zeigt. Bedeutend einfacher ist die Untersuchung 
von Fliicheustreifen algebraischer Curven, die auf ein rechtwinkliges 
Parallelcoordinaten System bezogen sind. 

Nehmen wir als Anfangswerth überall die Abscisse x — 0 an 
und setzen den Durchschnittspunkt P 0 der positiven Ordinatenaxe 
fest, von dein wir ausgehen wollen, so verstehen wir unter dem 
von der Ordinatenaxe ÜP 0 , der Abscisse x x = OQ u der zu x~x 1 
gehörigen Ordinate Q t P\ = !/i und der Curve eingeschlossenen 
Flächenraum denjenigen , welchen die Ordinate y überstrichen hat, 
wenn sie von 01\ aus sich immer parallel dhr Ordinatenaxe be- 
wegend, während ihr Endpunkt auf der Curve hingleitet, schliesslich 
eine Lage erreicht, in welcher ihr Fusspunkt mit Q t zusammenfällt. 
Dieser Flächenraum ist positiv , wenn die ßewegungsrichtuhg das- 
selbe Vorzeichen als die Ordinate hat , negativ, wenn dies nicht der 
Fall ist. Dass diese Fläche , welche ich auch kurz die über der Ab- 
scisse x = Xi stehende von OP 0 aus gerechnete bezeichnen werde, 
durch 



dargestellt wird, w r o für x — 0,y den Anfangswerth y — OP 0 zu 
erhalten hat, von dem aus y sich stetig mit x ändert, folgt aus der 
Definition des Integrales von selbst. 

Die Aufgabe nun, eine solche Fläche u x als Function von x t zu 
bestimmeh , ist im Allgemeinen insofern mehrerer Lösungen fähig 
als die Art und Weise, w'ie x von x =■ 0 zu x = x x gelangen soll, 
dabei gänzlich willkührlich ist. So viele verschiedene Wege es nun 
gibt, so verschieden kann auch der Werth jener Fläche ausfallen. 

Es verlieren diese Bemerkungen auch dann nicht ihre Gültig- 
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keit, wenn die Ordinate bei ihrer continuirlichen Verschiebung ent- 
lang der Abscissenaxe sich auf der einen Seite von der Ordinaten- 
axe unendlich entfernt und auf der anderen Seite wieder in das 
Endliche tritt , ebensowenig, wie in dem Falle, dass die Ordinate 
selbst unendlich gross wird, wenn nur dabei überall die Stetigkeit 
gewahrt und die überstrichene Fläche endlich geblieben ist. 

Mittels dieser Principien ist es nun in vielen Fällen möglich, 
sowohl vor der wirklichen Ausführung der Quadratur deren Form 
einigermassen zu beurtheilen, als auch eine Erläuterung des durch 
die Rechnung gewonnenen Resultates der Integration zu geben, 
dessen es nicht selten bedarf. 

Betrachten wir eine einfache geschlossene Curve, wie Fig. 1, 
von beliebig abwechselnder concaver und convexer Krümmung, ohne 
alle Schleifen oder unendliche 
berührende Zweige und lassen 
sich die Ordinate von OP 0 aus 
so bewegen, dass 0 in den Punkt 
Q x gelangt. Dann wird P 0 zu- 
nächst nach /y gelangen und 
P 0 OQ i P 1 ' ist eine die Aufgabe 
lösende Fläche u t . Lässt man 
aber die Ordinate weiter fort- *• 

schreiten, bis sie zu 8' gelangt, also P 0 OR'S' die dabei über- 
strichene positive Fläche ist, so muss sich IV wieder nach der 
entgegengesetzten Seite bewegen, damit der Endpunkt der 
Ordinate auf der reellen Curve hinzugleiten im Stande ist, und es 
ward die Ordinate, wenn sie in der Lage Q X P X ' anlangt, den Raum 
P\"Q X RS’ negativ durchlaufen haben, so dass die durch die ganze 
Bewegung erzeugte Fläche P^OQi P/'S'Pi'/ n ist, welche ebenfalls 
als eine über der Abscisse x — .r, stehende Fläche te, angesehen 
werden muss, die den Bedingungen der Aufgabe ebenso voll- , 
ständig wie die erste angegebene Fläche genügt. Lassen wir jetzt 
die Ordinate immer weiter nach links rücken, bis S"R", und von 
dieser äussersten Lage wiederum nach rechts bis Q\P X ", so ist von der 
vorigen Fläche der Halbmond P t "S"P l '" abzuziehen und wir haben 
jetzt eine neue Fläche w-j, welche durch P 0 OQP i "S"P 1 "&P x 'P 0 , 

d. h. durch OP 0 ,OQ u QiPi" und die innere Seite des Bogens P 0 P,"' 

* 

* * * . * • * ' ». r . 
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begreuzt wird. Indem man diese Bewegung weiter fortsetzt, gelangt 
man zu einem vierten Werthe von ;< t , der durch P (l O(p l P 1 1 ' 1 und 
den i’o mit /y v verbindenden Cnrvenbogen begrenzt ist. Es ist 
unuöthig die Betrachtung weiter fortzusetzen; denn man sieht, dass, 
wenn schliesslich die Ordinate wieder die Lage Q x l\' annhnmt, der 
zuerst betrachtete kleinste Flächenraum um den ganzen Inhalt A 
der Curve vermehrt worden ist. 

Das Resultat dieser Betrachtung kann man nun dahin zusam- 
menfassen: die Flächenräume u lt welche in einer geschlossenen, 
sich nicht schneidenden, einfachen Curve über einer und derselben 
Abscisse x — x t stehen, und alle von derselben Anfangsordinate aus 
gerechnet werden, zerfallen in so viel Klassen, als Durchschnitte der 
zu x — xy gehörigen Ordinate mit der Curve vorhanden sind. Jede 
dieser Klassen enthält unendlich viele Werthe von «„ die aber unter 
einander nur um Multipla der ganzen von der Curve eingeschlosse- 
nen Fläche K verschieden sind. 

Es geht daraus hervor, dass eine algebraische Curve dieser 
Form nicht durch algebraische oder logarithmische Ausdrücke 
allein quadrirt werden kann; denn erstere nehmen nur eine begrenzte 
Anzahl von Werthen, letztere ebenfalls nur eine begrenzte Anzahl 
reeller Werthe an. Vielmehr muss die Quadratur cyklnmetrische 
Functionen, oder höhere Transscendenten, z. B. elliptische Inte- 
grale, denen eine reelle Vieldeutigkeit zukommt, enthalten. 

Nehmen Wir die zu quadrirende Curve symmetrisch gegen 
beide Axen mit überall concaverKrümmuug gegen 0, so entsprechen 
jedem a\ nur zwei reelle Ordinateu Q\P\ und Q\P\"\ daher hat 
die über der Abscisse x 1 stehende Fläche zw r ei verschiedene Werthe 

und wo ti\"— K — Mj', welche um positive oder negative 

Multipla von A' beliebig vermehrt werden können. Es siud dies 
bekannten Eigenschaften des arcsin, durch den also eine in der an- 
gegebenen Weise symmetrische Curve möglicher Weise quadrirt 
werden kann. 

So ist z. B. bei dem Kreise a>* + y a — a 2 die Fläche: 

•w, = — a - ! \ «■’. — ;r, s -+- i a 2 arcsin 

2 * 2 u 
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r * . . * . • * ' • 

Um zu erhalten, nehme man ]/ a 3 — x, 3 positiv und für 
arcsin ^ den spitzen Winkel. Lässt man jetzt x von x=x l wachsen 

bis x = n und es von dort wieder nach x — ,r t zuriickgehen , so 
kann man entweder auch bei dem Rückgänge der V a 2 — x 2 

SC % 

und arcsin — dieselben Werthe als vorhin beilegen, wodurch man 
a 

schliesslich wieder zu gelangen würde, oder man lässt an dieser 
Stelle x =■<*, y a 3 — x 2 das entgegengesetzte Vorzeichen anneh- 
cc 

men und arcsin — von dem spitzen Winkel in den stumpfen über- 
gehen. Dabei wird , wenn man wieder zu x — x\ gelangt ist, 

]/ a 2 — x, 2 in — / a % — x,~ und arcsin — in rr — arcsin — , also vi 

a a 

in «i" = -i a 2 n — «/ übergegangen sein. Geht jetzt x — x, zurück - 

nach x=0 und darüber hinaus nach x — — «, so wird, wenn dieser 

Punkt fast erreicht ist, V a' 1 — x 3 sehr klein negativ und arcsin* 

3 . . a 

dem -g-yr sehr nahe kommen; wird dieser Punkt x—a überschritten, 

so geht y a 2 — x 2 in den positiven Werth über, arcsin — tritt in 

den vierten Quadranten und wenn x jetzt wieder nach x = 0 und 

. 

*Xs 

durch diesen Punkt hindurchgeht , so tritt arcsin — in den fünften 

Quadranten oder n imm t den Werth 2n + arcsin — an, wenn unter 

arcsin wiederum der spitze Winkel verstanden wird. In x==Xj ist 
daher jetzt der Werth «j = u-l + 2a 2 7r erreicht u. s. w. 

Ganz ähnliche Betrachtungen sind auf die Quadratur der 
sternförmigen Curve ja . . 

x“ -Hy* — o* 

anwendbar, welche die beiden Coordinatenaxen in Spitzen nach Art 
der semicubischen Parabeln berührt; denn man hat: 

J-*, 1 j/a*-*, 1 {^a*.*,* -xi* -■§■<** j + 

H-A« 2 arcsin 
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und eine ähnliche Formel für die Quadratur der Evolute der 

Ellipse %. % i 

(m sr)* -p y* = a ■’ 

Die Vieldeutigkeit der Cubikwurzelu kann , weil sie im Gebiete 
des Imaginären liegt, geometrisch nicht zum Ausdruck gelangen. 

Dieselben Bemerkungen werden in gleicher Weise wiederholt 
werden können, wenn die zu quadrirende Curve für einen end- 
lichen Werth der Abscisse ins Unendliche aufsteigt, wenn nur dabei 
der von der Ordinate beschriebene Flächenraum einen von der Be- 
wegungsweise der Ordinate unabhängigen, bestimmten endlichen 
Flächenraum überstreicht. 


So wird z. B. die aus zwei gegen die'Axen symmetrischen 
Zweigen bestehende Curve 

y * ( a 2 — x*) — 1/* 

welche die beiden Geraden z = ±«zu Asymptoten hat, durch 


V 


( x \ dx 
Jo 


79 • 

arcsin 


quadrirt. 

Die Quadratur von , allein gegen die x Axe symmetrischen 
C-urven, in denen jeder Abscisse x t zwei gleiche und entgegenge- 
setzte aber nur zu Einer Seite der Ordinatenaxe reelle Ordinaten 
entsprechen, und welche durch den Anfangspunkt der Coordinaten 
gehen, wird durch eine Function ausgeführt werden müssen, deren 
verschiedene Werthe w'j, K — u u K-{- u t , und überhaupt mK+ u j 
sind, wenn u\ einen der Flächenräume bezeichnet. Eine Function 
dieser Eigenschaft ist 

a — 2x 
u — arccos 


denn geht x von x =■ 0 an, so beginnt arccos 1=0; für x — ^ ist 

“TT •• 

arccos 0 = ; für den äussersten Punkt x — a, dem noch reelle 

Werthe entsprechen, ist arccos ( — 1) =n\ geht jetzt x wiederum 
a 2x 

zurück, so tritt arccos ‘ in den dritten und darauf in den vier- 

a a ~ 

ten Quadranten, so dass für x — jetzt tq = 2 n — arccos -- - 
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erhalten wird, wenn der letztere arccos einen Hegen in dem 
ersten oder zweiten Quadranten bezeichnet. Geht x durch x — a 
hindurch und gelangt dann wieder zu x — x it so haben wir 

o . « — 2a;, 

u, = An -+- arccos - — — 

a 

In der That wird die Quadratur des Kreises 


x 2 -j-y 2 = ax 

durch diese Function ausgeführt , ebenso wie die der Cissoide des 
Diokles , deren Gleichung 

y i (« — aj) = x 3 

ist, die im Anfangspunkte eine Spitze und die Gerade x = a zur 
Asymptote hat; denn ihre Quadratur ist: 

«j = i (2xi -f- 3«) ^ ax 1 — a-,- -f- a* arccos a - 

4 o <x 


Wesentlich andere Verhältnisse als in den bisher betrachteten 
Fällen treten ein, wenn es sich um die Quadratur sich selbst 
schneidender Curven handelt. In einer 
gegen die Axen symmetrischen Schleife 
(Fig. 2) wie die Leinniscate 



(x* + y 2 ) 2 = « 2 (a; 2 — y 2 ) Fig. 2. 

deren grosse Axe 2a in der Abscissenaxe, und deren Knotenpunkt 
im Anfänge 0 der Coordinaten hegt, wird, wenn die Fläche von 
x ~ 0 an gerechnet wird, dieselbe positiv von x = 0 bis x — a, in 
welchem Punkte die Ordinate ihr Zeichen wechselt, und beim 
Rückgänge bis zu x — 0 wird daher eine positive Fläche be- 
schrieben. Indem man in diesem Knotenpunkte, dem Verlauf der 
Curve folgend, mit negativen Abscissen wieder zu positiven Ordi- 
naten aufsteigt, wird jetzt eine negative Fläche beschrieben, und da 
sich in x = — a sowohl das Zeichen der Ordinate als auch die 
Bewegungsrichtung beim Rückgänge zu x = 0 ändert, so wird bei 
dieser Bewegung ebenfalls eine negative Fläche beschrieben werden 
und man hat bei der Rückkunft zu * = 0 einen ebenso grossen 
negativen Flächenraum als vorher einen positiven überstrichen. 
Dei - Flächenraum , den die Ordinate bei dem vollständigen Durch- 
laufen einer solchen Curve erzeugt hat, ist daher gleich Null. 



In einer solchen symmetrischen Curve scheint daher die Quad- 
ratur eines von dem Knotenpunkte gerechneten Flächenstreifens 
nicht um beliebige Vielfache einer reellen Gonstanten unbestimmt 
zu sein, sondern ihr nur zwei reelle Werthe zuzukommen, ent- 
sprechend den beiden reellen Ordinaten für x = x x . Hienach 
wäre die Quadratur nicht durch cyklometrische Functionen ausführ- 
bar, sondern sie wäre entweder algebraisch, oder logarithmisch, 
oder führte auf höhere Transscemlenten, wie dies auch die mir 
bekannten Beispiele sämmtlich zeigen. 

Es kann aber im Allgemeinen hieraus nicht mit aller Strenge 
gefolgert werden, dass die Quadratur solcher Curven nicht eine 
reelle Vieldeutigkeit aufweisen und daher z. R nicht auf cyklome- 
trische Functionen fuhren könne. 

Die Discussion der algebraischen Quadratur ist bei der Lemni- 
scate einigermassen complicirt, so dass ich vorziehe, dieselbe an 
einer Curve von ganz ähnlicher Form : 

ay — a-’iC 2 + x * = 0 

und deren Quadratur 



durchzuführen. Es stellt mj' eine Fläche für ein positives x — x 2 
vor, und zwar die erste durch die obige Bewegung entstehende po- 
sitive Fläche, wenn («* — x^y 1 positiv genommen wird. Geht 
man in x = a auf den unteren Zweig der Curve über, so stellt 

« i " = |« 3 + (« 2 — ■ t’i *)* J 

die andere x = x x entsprechende Fläche dar. Lässt man jetzt x 
durch x = 0 hindurch negativ werden, so bleibt die Fläche positiv 
und für x = — Xj wird sie den "Werth u(' besitzen. In der That hat 
die zuletzt vorgenommene Bewegung von x = -f- X| bis x — — ®j 
einen Flächenraum gleich Null producirt Der Flächenraum nimmt 
immer ab bis x = — «; dort wechselt (a 2 — .r 1 -)-' sein Zeichen; 
während des Rückganges zu x = 0 nimmt die Fläche fortdauernd 
ab, bis sie in x=0 verschwindet, und also, wenn man zu ,r=-f-a; 1 
fortschreitet, durch diese ganze Bewegung weder derselbe Flächen- 
raum «j', von dem wir ausgegangen sind, erzeugt worden ist. 
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Bei dieser Cnne fiilirt die Betrachtung der Gleichung 

V = — x y a- — x* 
a 

und die Verfolgung des y bei stetigen Aenderungen von x zu dem- 
selben stetigen Zug, den wir den Endpunkt der Ordinate haben 
durchlaufen lassen. Es gibt aber Curven, bei denen die Stetigkeit 
der Bewegung in dem Knotenpunkte nicht ohne, für die reelle Va- 
riabilität willkührlich scheinende Annahmen erhalten werden kann, 
bi solchen Fällen wird man die Untersuchung nicht wohl ohne 
Rücksicht auf complexe Variabelen durchführen können. Aber in 
sehr vielen, selbst bedeutend complicirteren Fällen, als einer Schleife, 
wird man mit der Betrachtung reeller Variabelen vollständig aus- 
reichen. Ich halte es jedoch für unnöthig. auf zusammengesetztere 
Formen einzugehen, da aus dem Vorstehenden das Princip und die 
Möglichkeit solcher Untersuchungen genügend erhellt. 

Ueber die Curven, welche ins Unendliche verlaufen, d. h. 
deren Ordinaten für unendliche Abscissen reell bleiben, lassen sich 
in derselben Weise einige nicht uninteressante Bemerkungen 
machen. 

Eine einfache Gurve , wie die in Fig. 3 dargestellte, die sich 
an der Abcissenaxc entlang so in’s Unendliche erstreckt , dass der 
von ihr und der Abscissenaxe einge- 
schlossene Raum von endlicher Grösse 
K ist, wird eine um K als reellen Modul 
vieldeutige Quadratur besitzen, die da- Fig. 3 . 

her keinenfalls algebraisch sein kann, sondern entweder arctan 
oder höhere TransScendenten mit einem reellen Modul der Vieldeu- 
tigkeit enthält. 

Denn um von x = 0 bis x — x t zu gelangen, kann man ent- 
weder den directen, kürzesten Weg einsehlagon, oder man gebt 
von .r — 0 über x = .T t hinaus nach x = -f- oo, und indem man 
im vorliegenden Falle den Uebergang von -+- oc zu — <x> als einen 
stetigen ansehen kann, von x — — oc über x == 0 nach x — x it 

f ■’'! , + 

wodurch der erste Werth *V — | 0 y dx um I y dx 

' — - » 

vermehrt worden ist. 
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So ist z. B. in der Curve von der Figur 3. 

^ (1 H~ **) = 1 

+ 00 Jx 


der Fläclienraum um 


i: 


i 


r-r 2 


,t vieldeutig und man über- 


i. 


zeugt sieb in dieser Weise büchst einfach von der notbwendigen 
Vieldeutigkeit des Integrales 
‘a?i 

dx 

, - , — arctan x t , 

1 -b#- 

das gewölmbeb als ein vollkommen eindeutiges behandelt zu werden 
pflegt. Es scheint überhaupt nothwendig, Betrachtungen dieser Art 
in die Elemente der Analysis aufzunehmen, und die Vieldeutigkeit 
nicht, wie es fast überall in den Lehrbüchern geschieht, als ein lästi- 
ges TJebel möglichst schnell bei Seite zu schaffen, oder gar zu 
ignoriren; denn in ihr liegt der wahre Schlüssel zu der Theorie 
der Functionen. 

Man sieht leicht, dass die Quadratur einer Curve, wie etwa 
v — - - „„ welche sich an der Abscissenaxo so hinzieht, dass 

ihre Fläche eine endliche ist und die nach -f- oc und — cc liegenden 

Flächen sich geg(“nseitig annulieren, 
weil die Ordinaten von negativen Ab- 
scissen denen der positiven gleich aber 
Eia 4. entgegengesetzt sind (s. Fig. 4), keinen 

geometrisch aufweisbaren reellen Modul der Vieldeutigkeit besitzt. 
Weiteres kann im Allgemeinen zunächst nicht behauptet werden. 

Schliessen. endlich Curven, die an der Abscissenaxe entlang in 
das Unendliche verlaufen, mit dieser keinen endlichen Raum ein, 
so haben sie ebenfalls keinen geometrisch nachzuweisenden reellen 
Modul der Vieldeutigkeit. Sie können algebraisch quadrirbar sein 
wie die Apollonische Parabel, oder durch Logarithmen, wie die 
Hyperbel. Welche Bedeutung die reelle Zweideutigkeit des Flächen- 
streifens einer Parabel uud Hyperbel hat, ist, da jeder Abscisse 
zwei Ordinaten entsprechen, evident. 

Mannigfache Betrachtungen über complicirtere Formen, die 
sich hier anschüessen lassen, übergehe ich, da ein solcher Einblick 


Digitized by Google 



in den Organismus der Fonnein , wie ich ihn hier zu geben beab- 
sichtigt habe , mit der Complication desselben an Interesse verlieit. 
Schlüsse, die sich aus der Natur der unendlichen Zweige darüber, 
ob eine Curve logarithmisch quadrirbar sei, ergeben, und weitere 
Untersuchungen über die Eigenschaften der hier überall nur 
erwähnten höheren Transscendenten der Integralrechnung, ver- 
schiebe ich auf eine andere Gelegenheit. 


Ueber die Rectiflcation algebraischer Curven. 

Am Schlüsse des oben erwähnten NEwroN’schen Satzes über 
die Quadratur der Curven findet sich folgende Bemerkung: 

„Eodem argumento, si intervallum poli et puncti, quo Spiralis 
describitur, capiatur Ovalis perimetro abscissae proportionale, pro- 
bari potest, quod longitudo perimetri nequit per finitam aeqa- 
tiönem geueraliter exhiberi. De ovalibus autem hic loquor, quae 
non tanguntur a figuris conjugatis, in inlinitum pergentibus.“* 

Es ist hiuzuzufiigen , dass derselbe Schluss auf den Bogeu einer 
Spirale deshalb nicht anwendbar ist, weil bei dieser der Radius 
vector keine nach 2jc periodische Function von cp ist. Da sich aber 
der Untersuchung von Bügen algebraischer Curven, die in Bezug 
auf ein Polarcoordinatensystem gegeben sind, ähnliche Schwierig- 
keiten entgegenstellen , als oben der der Quadratur von Sectoren, 
so betrachte ich im Weiteren ausschliesslich algebraische Curven 
im rechtwinkligen Coordinatensystem. 

Die einzige Bemerkung über deren Rectiflcation, welche auf 
einem dem NEWTON’schen ähnlichen Gedanken beruht, finde ich 
bei Saubin** der die Unmöglichkeit, allgemein den Bogen eines 

* Diese letzte Erläuterung des höchst unbestimmten Ausdruckes „Oval" 
findet sich in der ersten Ausgabe von Newton’s Principien von 1687 nicht. 

** D^monstr. de l’impossib. de la Quadrat, indetinie du cercle. Histoire de 
l’Acad. de scienc. Paris , annee 1721). S. 55 der Hist, und S. 15 der Mein. 



Kreises durch eine algebraische Gleichung mit der Abscisse seines 
Endpunktes zu verbinden, auf folgende sinnreiche Weise daVthut. • 
Nimmt man den Scheitel eines Kreises im Anfangspunkte 0 des 
Coordinatensystems; seinen Mittelpunkt in der Abscissenaxe au und 
lässt sich einen Punkt P von ü aus auf der Peripherie bewegen, 
trägt in jeder Lage auf der Ordinate PQ desselben von Q aus den 
bis dahin durchlaufenen Bogen 01‘ ab. so erhält man auf QP einen 
Punkt 1t, der mit P gleichzeitig eine Curve beschreibt. Mit Hilfe 
dieser Curve ist es nun möglich, einen Bogen des Kreises OP in 
beliebig viele, n gleiche Theile zu theilen. Denn projicirt man den 
zum Endpunkte dieses Bogens P gehörigen Punkt li auf die Ordi- 
natenaxe in 8, theilt diese Strecke 08 in n gleiche Theile 08', 
88"..., zieht durch 8J8. . . Parallelen mit der Abscissenaxe, welche 
die Curve der M in If, R ". . . schneiden, und const rührt zu diesen die 
Ordinaten R '(/, II" Q" ... so werden diese den Kreis in Punkten 
P’.P" .. schneiden, welche die verlangten Theilpunkte des Ki-eises 
sind. Man kann also mittels dieser Curve den Bogen in ganz be- 
liebig viele, unendlich viele Theile zerlegen; da nun aber die Thei- 
lung eines Bogens in >< Theile die Auflösung einer Gleichung vom 
/den Grade erfordert, so kann, folgert Saubxn, jene Curve der 
R nicht geometrisch (algebraisch), sondern muss mechanisch (trans- 
scendent) sein. Es wird daher die Ordinate QR derselben eine 
transscendente Function der Abscisse OQ sein und also auch 
der Bogen OP eine solche Function der Ahscisse seines End- 
punktes, q. e. d. 

Diese höchst scharfsinnige Anwendung der Sätze über die 
Theilung von Kreisbögen auf ilrre Rectification, kann für andere 
Curven im Allgemeinen nicht ausgetiihrt werden , da die Aufgabe 
der Theilung schwieriger als die Darstellung der Bögen selbst ist. 
Wir werden daher zu anderen Mitteln unsere Zuflucht zu nehmen 
haben. 

Die Unmöglichkeit der algebraischen Rectification von Bögen 
geschlossener Curven und ihre Vieldeutigkeit um einen reellen 
Modul tritt in den einfachsten Fällen leicht zu Tage, wenn wir uns 
ähnlicher Schlussfolgerungen bedienen, als oben bei der Quadratur-, 
z. B. bei dem Kreise, dessen Rectification auf den arcsin fuhrt und 
bei der Ellipse, deren Bogen durch ein elliptisches Integral zweiter 
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Gattung dargestellt wird, dem sowohl ein reeller als auch ein 
imaginärer Modul der Vieldeutigkeit zukommt. Der Umstand aber, 

dass sternförmige Gurren, wie af 1 + ,y * — algebraische Bögen 

besitzen, fordert zu einer genaueren Prüfung der vorliegenden Ver- 
hältnisse auf. 

Die anschaulichste Vorstellung von der Länge eines Bogens 
einer Curve bietet uns die Länge eines Fadens dar, der an die 
Curve von einem Punkte bis zu dem anderen gelegt und daun zu 
einer geraden Strecke ausgedehnt wird. Die Länge des ganzen 
Perimeters einer geschlossenen ovalen Curve mit überall stetiger 
Krümmung kann durch das Anlegen eines zusammenhängenden 
Fadens unzweideutig ermittelt werden; sie ist gleich der Länge des 
in gerader Richtung ausgespannteu Fadens. Die Länge eines 
Bogens, dessen Endpunkte gegeben sind, kann als um diese Länge 
des ganzen Perimeters unbestimmt angesehen werden. Andere aber 
verhält sich die Sache bei einer sternförmigen Curve MXM’N, wie 
die in Fig. 6 dargestellte. Bei dieser muss die Länge jedes Qua- 
dranten besonders durch einen Faden gemessen werden; denn 
wollten wir den Faden von MN. über N nach NM' überführen, so 
würde dies in N eine, wenn auch immer sehr grosse, doch endliche 
Krümmung voraussetzen; es würde, wenn ein zusammenhängender 
Faden etwa um einen in N befestigten Stift geschlungen wäre, in A r 
immer eine der Ordinateuaxe parallele Tangente elistiren. Das 
wäre aber eine von der Sternform wesentlich abweichende und 
in die Klasse der Ovale gehörige Gestalt ; denn in jener Spitze ist 
die Krümmung unbedingt unendlich und die Tangente nicht parallel 
der Ordinatenaxe , sondern der Abscissenaxe. Wir haben also den 
zur Ausmessung der Bögen angelegten Faden in den vier Spitzen- 
M,N,M’,N' zerschnitten zu denken und erhalten so vier einzelne 
Fäden, die zusammengesetzt, die Länge des Perimeters geben. Es 
bleibt aber hierbei gänzlich unentschieden, in welcher Weise diese 
vier Stücke zusammenzufügen sind. 

Um nun darüber eine Entscheidung geben zu können und an 
Stelle der vorstehenden 'erläuternden Bemerkungen eine strenge 
I letinition zu setzen, verstehe ich unter dem Bogenelem eilte da einer 
Curve nicht uur einen absoluten Werth, sondern: 
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cos u 

wo « (len Winkel zwischen der positiven Richtung der Abscissenaxe 
und der Tangente in dem betreffenden Bogenelemente bezeichnet. 
Es ist dabei notliwendig, die positive Richtung der Drehung für alle 
Winkel, sowie die positive Richtung der Tangente in ihrer Anfangs- 
lage festzusetzen. 

Betrachten wir von dieser genauen , die absolute Grösse und 
das Zeichen von ds bestimmenden Definition ausgehend eine Curve 
von überall stetiger Krümmung, etwa wie Fig. 5, so sehen wir, dass 
das Bogenelement ds überall positiv ist , wie aus folgender Zusam- 
menstellung hervorgeht: 


> a > 0 also cos a > 0. ferner dx positiv, also da posit. 


positiv 


negativ, 


positiv, 


negativ. 


negativ. 


„ „ 7. „ „ ?r >«>-£- „ „ „ <0, „ „negativ, „ „ posit. 

Ganz anders gestaltet sich die Sache bei einer sternförmigen 
Gestalt, wie in Fig. 6, in der überall eine nach innen convexe Krüm- 
mung stattfiudet, und die Curve von den Coordinatenaxen in Spitzen 


Digitized by Google 



29 


berührt wird. Wählt man etwa die Richtung der Tangente in der 
1. Lage nach oben hin positiv, so ist der Bogen in diesem Quadran- 
ten, da * > « > 0 und cos « > 0 ferner dx positiv ist, auch positiv. 

Geht jetzt der Punkt, welcher die Curye beschreibt, auf den nächsten 
Quadranten über, so geht 
die Tangente durch die 
auf der Abscissenaxe 
senkrechte Lage in M 
hindurch in die 2. Lage 
über, in der cos «negativ 
ist, während dx positiv 
bleibt, so dass das Bo- 
genelemept ds, wie es 
von einem die Curve 
durchlaufenden, von der 
Lage 1. ausgegangenen 
Punkte in 2. beschrieben 
wird, negativ ist. Schrei- 
tet jetzt der Tangential- - Fig- 6. 

punkt nach iV fort, so wird endlich in dieser Lage die positive 
Richtung der Tangente nach links hin gerichtet sein und es 
bleiben, wenn man in die 3. Lage gelangt, in welcher cos « ne- 
gativ, dx negativ, also das Bogenelement ds positiv ist. In M' 
ist die positive Richtung der Tangente nach unten gekehrt und 
bleibt es in der 4. Lage, in der ds wieder negativ ist. Es zeigt sich 
also das Bogenelement abwechselnd in den Quadranten positiv und 
negativ. 

Um diesen Unterschied der hier betrachteten Fälle noch auf 
eine weniger anschauliche aber analytisch abstractere Weise zu er- 
klären, betrachte ich direct: 

: • ■ 

Gibt man der an und für sich zweideutigen Quadratwurzel 
einen, etwa den positiven Anfangswerth, und lässt x stetig fort- 
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schreiten, so variirt auch 
<iy 


V 


( (fy \ t . • 

-g- J stetig und kann, so lange 

reell bleibt, sein Vorzeichen nur in den äussersten 


?/, also auch , 

• de 

Punkten der Curve wechseln, in denen die Tangente senkrecht auf 

der Ordinatenaxe steht, also unendlich wächst. In diesen Punk- 

dx 

teu geht V i+ (:!c)* durch Unendlich hindurch, und wird, wenn 

man jetzt x wieder abnehmen lässt, das entgegengesetzte Vor- 
zeichen annehmen dürfen; da aber gleichzeitig auch d.r in diesem 
Punkte sein Zeichen wechselt, so wird das Bogenelement ds = 

dx J/ 1 -f- ( ) auch hei dem weiteren Rückschreiben positiv 

bleiben. 

Wenn aber in dem äussersten Punkte der Curve nicht unend- 

dx 

lieh wird, wie dies in dem obigen Falle der sternförmigen Curve eintritt, 
so kann in diesem Punkte J/ 1 -\- 


\dx) 


sein Zeichen auf keinen 


Fall wechseln und es wird, da beim Rückgänge dx negativ ist, das 

Bogenelement nach dem Durch- 
gänge durch die Spitze negativ, wie 
dies auch die obige geometrische 
Betrachtung zeigte. 

Es bleibt nur noch der Fall 
zu untersuchen, wenn in dem 
Punkte, in welchem die Tangente 
parallel der Ordinatenaxe ist, kein 
Rückgang des x eintritt, sondern 
ein Port gang in derselben Weise, 
dieser Punkt also ein Wendepunkt ist, wie in Fig. 7 ; dann zeigt am 
einfachsten die geometrische Betrachtung, dass cos ct in diesem Punkte 

sein Zeichen nicht wechselt, und daher d.s = dx J/ 1 -f- 

ebenfalls von demselben Zeichen bleibt. 
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Diese Bemerkungen werden genügen , um zu zeigen, dass hei 
einer sich nicht schneidenden geschlossenen Curve von überall end- 
licher und stetiger Krümmung alle Bögen dasselbe Zeichen haben, 
wenn sie in einerlei Richtung durchlaufen werden, dass also der 
ganze Perimeter eine nicht verschwindende Lange S besitzt. 

Es ist daher der rectificirte Bogen einer solchen Curve, der 
über einer Abscisse x=x\ steht und von einem festgesetzten Punkte 
der Curve aus gerechnet wird, einerseits in derselben Welse viel- 
deutig, als die der Abscisse x = a;, entsprechende Ordinate; ande- 
rerseits kann jeder dieser Bögen, dessen Zeichen übrigens an und 
für sich unbestimmt ist, um beliebige Vielfache der Länge des 
Perimeters S vermehrt oder vermindert werden, ohne aufzu- 
hören, ein den Bedingungen der Aufgabe entsprechender Bogen 
zu sein. 

Man kann hieraus scliliessen, dass die Rectification einer Solchen 
Curve nicht rein algebraisch oder logarithmisch, sondern entweder 
durch Kreisfunctionen oder höhere Transscendenten mit einem 
reellen Modul der Vieldeutigkeit ausführbar sein wird, 

Bei einer Curve aber, die eine Anzahl Spitzen besitzt, deren 
Bögen also bald positiv, bald negativ sind, kann der ganze Perimeter 
eine verschwindende Bogenlänge haben ; 
und in der That findet dies bei einer 
symmetrischen Figur, wie sic oben ver- 
zeichnet ist, statt. Nach einem voll- 
ständigen Umlaufe gelangt man jeder 
Zeit wieder zu demselben Werthe des 
Bogens. Jeder Abscisse x — x t ent- 
sprechen (s. Fig. 8) zwei Ordinaten 
Qil y i und Qil’i'. Werden die Bögen 
von J/ aus gomessen, so sind MP t ' 
und MN -(- NI\" die beiden x = .r, 
entsprechenden Bögen; da ahor NJ\ 
der zweite dieser Bögen MN + Nl\" — AfN NM' -f - J/'/y', 
und da MN — — NM, so hat man J/' P," und MP\ als die beiden 
zur Abscisse x = .rj gehörigen Bögen ; beide sind aber sowohl der 
absoluten Grösse, als auch dem Zeichen nach einander gleich ; so 
dass die einzige Vieldeutigkeit, welche an dieser sternförmigen 


Ur 



= NM' + M'I ‘ so ist 
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Figur geometrisch erkennbar ist, das Vorzeichen des Bogens betrifft, 
welches seiner Natur nach im Allgemeinen unbestimmt bleibt. * 

Von der betrachteten Form ist die bekannte Hypocykloide 
i . i $ 

X •’ +.'/ = « 

deren Bogen von der Ordinatenaxe aus gerechnet : 

, 3 F i 
s = + — - O X 

wo für die ganze Curve entweder das obere oder untere Vorzei- 
chen zu nehmen ist. Setzt man « = + -jj- x^ so findet man 


MN — a, MN = -j a, also N'M= — — a. I)a sich ferner 


der Bogen MM' = 0, also MN 4- NM' — 0 ergibt, so hat man 
NM' = — 'j a und weiter M'N‘— +■ -j- a. 

Eine ganz ähnliche Discussion kaim man an die Rectification 


der Evolute der Elipse 


(jwajj* -f - y* =vr 


knüpfen , deren Gestalt ebenfalls sternförmig ist und die 

1 - a | ( 1 — m ~) ** + ('« “)*j ' M 


1 


1 — m* 


ergibt, wo das Vorzeichen der Quadratwurzel ein für allemal po- 
sitiv genommen werden mag, und es auch bei jeder Veränderung 
des x bleibt, da unter dem Wurzelzeichen die Summe zweier 
Quadrate steht (weil m < 1), die so lange x reell und endlich ist, 
niemals durch Null oder Unendlich hindurchgehen kann. 

Wenn eine reelle Vieldeutigkeit des Bogens einer Curve geo- 
metrisch nicht nachweisbar ist, so darf daraus keineswegs der 
Schluss gezogen werden, dass eine solche nicht existiren könne. 
Denn es kann der eigenthündiche Umstand eintreten, dass der 


* Vielleicht ist die Vermutliung nicht ungerechtfertigt, dass Newton 
selbst über die Tragweite seines Satzes für die Rectification nicht ganz im 
Klaren gewesen sei; und dass er deshalb das durchaus nicht bezeichnende 
Wort „Oval“ gebraucht, ohne mit Ausnahme des oben erwähnten späteren 
Zusatzes, irgend eine Erläuterung desselben zu geben. Hätte Newton bemerkt, 
dass der Bogen dieser Sterne nicht nothwendig einen reellen Periodicitats- 
modul besitzt, so würde er dies wahrscheinlicher Weise erwähnt haben. 
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Bogen eines imaginären Tlieiles der Curve reell bleibt: wenn 
nämlich 1 -(- j noch reell und positiv ist. Obgleich z. B. der 


Bogen einer Hyperbel nur eine geometrisch ersichtliche Zweideutig- 
keit besitzt, und um eine Constante nicht vieldeutig zu sein scheint, 
weil der Perimeter einer sich ins Unendliche erstreckenden Curve 
immer unendlich ist, so wird er doch bekanntlich durch elliptische 
Integrale erster und zweiter Art ausgedrückt, welche reelle Moduln 
der Vieldeutigkeit besitzen. Es sind uns somit , wenn wir im Ge- 
biete der geometrischen Anschauung bleiben, noch engere Grenzen 
in Bezug auf die Itectification gesteckt, als sie schon bei der 
Quadratur der algebraischen Curven hemmend entgegentraten. 


Alle vorstehenden Betrachtungen haben nirgends zum voll- 
ständigen Abschluss der Frage geführt, durch welche Functionen 
und auf welche Weise die Rectification oder Quadratur einer , der 
Form nach bekannten algebraischen Curve ausführbar sein wird ; 
und sie können dies nicht, so lange nicht das Imaginäre als mit 
dem Reellen gleich berechtigt in die Geometrie eiugeführt wird. 
Wie wenig dies selbst durch Poncelet's Arbeiten gelungen ist, von 
dem die hilfsweise Anwendung des Imaginären in der Geometrie 
datirt, was für seltsame Vorstellungen über dasselbe verbreitet 
sind und wie dasselbe im eigentlichen Sinne als ein wunderbares 
„Gespenst“ umgeht, dafür legen folgende eigene Worte I’once- 
let's * ein interessantes Zeughiss ab: „De meine qu’on a deja en 
Geometrie de noms pour exprimer les divers modes dexistence 
quon veut comparer, tels que infiniment petits, infiniment grands, 
il faut aussi en avoir pour exprimer ceux de la non existence, 
atin de donner de la justesse et de la precision ä la langue du 
raisonnement geometrique “. 

Nur Steiner, der grosse Geometer unserer Zeit hat die 
räthselbafte Welt des Imaginären geschaut, aber sein Geheimniss 
mit sich in’s Grab genommen. 


* I’roprietcs projeet. d. fisures. S. 28. 


Digitized by Google 



Wenn die Analysis in der Theorie der Curven heute vor der 
constructiven Geometrie einen entschiedenen Vorzug hat, so ist es 
eben dem Umstande zuzuschreibeu, dass es ihr gelungen ist, das 
Imaginäre ganz und gar in sich aufzunehmen, ja das Reelle im 
Grunde nur als einen speciellen Fall des Complexen zu betrachten. 
Es ist dadurch zugleich möglich geworden, an Stelle der älteren 
Definitionen der Functionen dadurch, dass man die Art und Weise 
festsetzte, vermittels deren mau zu jedem Werthe der unabhängigen 
Veränderlichen den Werth der abhängigen bestimmen muss, andere 
zu setzen, welche allein die Angabe von charakteristischen Eigen- 
schaften erfordern. Schon früher hat man sich häufig, und öfter, 
als man anzunehmen scheint, solcher Definitionen bedient, ohne zu 
bemerken, dass dieselben einen anderen Regriff der Functionen vor- 
aussetzen; aber erst nach den Untersuchungen Cacchy's und Rie- 
mann’s ist es möglich, ohne Aufopferung von Strenge, sich des 
Schlusses von Eigenschaften der Functionen auf ihre explicirte Dar- 
stellung zu bedienen. Dass es bei consequenter Anwendung der 
complexen Variabilität möglich ist, die durch Integration der alge- 
braischen Function^ von x erhaltene Function zu charakterisiren 
und sie mit Hilfe jenes RiEMANN’schen Principes zu bestimmen, be- 
darf für den Kundigen keines Beweises. Denn die Punkte, an denen 
eine Veränderung der Bewegungsrichtung von x stattfand, und in 
denen die Tangenten parallel zur Onlinatenaxe liegen, sind in der 
RiEMANNsehen Terminologie einfache Verzweigungspunkte der 
Function y von x. Der Durchgang des x durch einen derselben in der 
reellen Axe entspricht auf der mehrfach zusammenhängenden Fläche, 
welche die Verzweigung von y in x darstellt, einem Umlaufe um 
den Verzweigungspunkt. Lässt man einen Punkt die Peripherie 
eines Ovales in der obigen Weise durchlaufen, so wird x an zwei 
Stellen seine Bewegungsrichtung ändern, und es entspricht dieser 
Bewegung des x auf der reellen Axe, ein Umlauf um zwei einfache, 
dieselben Blätter verbindende Verzweigungspunkte in jener Fläche. 
Dass bei der Rückkehr zu dem Anfangspunkte J'ydx um eine Con- 
stante, den Periodieitätsmodul, zugenommen hat, und daher das 
Integral in diesem Falle keine algebraische Function sein kann, ist 
evident. 

Ein weiteres Eingehen auf die den obigen analogen Sätze im 
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coiuplexeu Gebiete, liegt hier nicht in meiner Absicht; vielmehr kam 
es mir nur darauf an, zu zeigen, was aus der blossen Ansicht der 
Figur einer algebraischen Curve über ihre Quadratur und Rectifi- 
cation geschlossen werden kann , meinerseits etwas dazu beizutra- 
gen, dass die in der Integralrechnung gewonnenen Formeln nicht, 
wie dies allzuhäufig geschieht, als ein. Werk eines blinden Zufalls 
oder einer rähselhaften Nothwendigkeitangesehen werden, und nach- 
zuweisen, dass sie selbst mit ganz elementaren Hilfsmitteln recht 
wohl verstanden und gedeutet werden können. 

So fragmentarisch die vorstehenden Bemerkungen auch sind, 
und zufolge der Natur der Sache es sein müssen , so hoffe ich sie 
einigermassen rechtfertigen zu können durch die Worte, welche bei 
einer ähnlichen Gelegenheit einer der bedeutendsten neueren Geo- 
meter und Meister in klarer und eleganter Darstellung Podjsot 
ausspricht: 

„Je ne presente qu’en passant ces reflcxions dans l’interet de la 
Philosophie de la Science, partie trop negligee par la plupart des 
auteurs, et peut-etre la plus digne d’etre cultivee ; car nos formules 
et nos theoremes les plus remarquables sont bien moins utiles et 
moins precieux en eux-memes que cette Sorte de metaphysique qui 
les eclaire et les domine et qui seule peut rendre ä l’esprit de nou- 
velles forces quand il faut se conduire et s’avancer plus loin dans la 
Science.“ 
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